
Př́ıklady k přednášce BA004

1.1 Zavedeńı náhodné veličiny a náhodného vektoru

Př́ıklad 1 (náhodná veličina). Náh. vel. X má

(i) pstńı fci p(x) = c(1+x2), x = −1, 1, 2. Určete: (a) obor hodnot Ω, (b) konst. c ∈ R, (c) nakreslete p(x).

(ii) pstńı fci p(x) = c
(
2
3

)x+1
, x = 1, 2, 3, . . . . Určete: (a) obor hodnot Ω, (b) konstantu c ∈ R.

(iii) hustotu f(x) = ce−λx, x ≥ 0. Parametr λ > 0 je (pevně) dané č́ıslo. Určete konstantu c ∈ R.

Př́ıklad 2 (náhodný vektor). Máme náh. vek. X = (X,Y ). Určete konstantu c ∈ R tak, aby

(i) p(x, y) = c(x2 + 3y), (x, y) ∈ {0, 1, 2} × {1, 3}, byla pstńı funkćı X,

(ii) f(x, y) = cx(1 + ey), (x, y) ∈ 〈0, 1〉 × 〈0, 2〉, byla hustotou X,

1.2 Pravděpodobnost

Př́ıklad 3 (pravděpodobnost). Mějme náh. vel. X.

(i) X ∼ p(x), kde p(x) = x+1
16 pro x = 0, 1, 2, 3, 5. Určete P (−1 ≤ X ≤ 1), P (X ≤ 2), P (X = 2),

P (X 6= 3), P (X > 5
6).

(ii) X ∼ Bi(4, 12), tj. X má tzv. binomické rozděleńı s pstńı funkćı

p(x) =

(
4

x

)(
1

2

)x(1

2

)4−x
, x = 0, 1, 2, 3, 4.

Určete P (X = 2), P (X = 2.1), P (X > 1).

(iii) X ∼ f(x), kde f(x) = 1
π

1
1+x2

pro x ∈ R. Určete P (X > 1), P (−1 ≤ X ≤ 1), P (X ≤
√

3), P (X <
√

3).

(iv) X ∼ p(x), kde p(x) = K · 0.7x pro x = 1, 2, . . . . Určete K ∈ R, P (X ≥ 2).

1.3 Distribučńı funkce

Př́ıklad 4 (distribučńı funkce pro kostku). Náh. veličina X udává počet ok, která padnou na ideálńı
šestistěnné kostce, tj. X ∼ p(x) = 1

6 , x = 1, 2, . . . , 6. Nakreslete pstńı funkci p, určete hodnoty distr. funkce
F (−1), F (2), F (2.1), F (2.8), F (7) a určete F (x) a funkci F nakreslete.

Př́ıklad 5 (vlastnosti distribučńı funkce). Určete, které z vlastnost́ı (F1)-(F3), (F6), (F8) dané funkce
nesplňuj́ı. Navrhněte vylepšeńı, aby dané funkce byly distr. funkcemi.

(a) F (x) =


0, x < 0,
sinx, 0 ≤ x < π

2 ,
1, x ≥ π

2 .
(c) F (x) =

{
1
3 , x < 0,
1, x ≥ 0.

(b) F (x) =


0, x ≤ 0,
2x, 0 < x ≤ 1,
1, 1 < x.

(d) F (x) =


0, x ≤ 0,
1
2 , 0 < x ≤ 3,
1, 3 < x.

Př́ıklad 6 (konstanty distribučńı funkce). Pro která a, b ∈ R je F (x) = a+b arctg x, x ∈ R, distribučńı
funkćı? Určete dále pravděpodobnost P (−1 ≤ X ≤ 1), určete hustotu f(x).
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Př́ıklad 7 (konstanty distribučńı funkce). Určete a ∈ R tak, aby F (x) byla distribučńı funkćı (a)
spojité náh. veličiny, (b) náh. veličiny. Pro (a) určete dále P (X < 1), P (X > 1.5).

F (x) =


0, x < 0,
ax3, 0 ≤ x < 2,
1, 2 ≤ x.

Př́ıklad 8 (je distribučńı funkce?). Je F (x) distr. funkćı nějaké náh. veličiny?

F (x) =

{
0, x < 0,
x
x+1 , x ≥ 0.

Př́ıklad 9 (distribučńı funkce). Je dána hustota f(x)

f(x) =


c −1 ≤ x < 1,
cx2 1 ≤ x ≤ 2,
0, jinak.

(a) Nakreslete f(x), (b) určete distr. funkci F (x), (c) nakreslete F (x), (d) pomoćı f, F spoč́ıtejte P (X ≤ 1.4),
P (X = 1.4), P (X < 1.6), P (0 ≤ X ≤ 1.9).

Př́ıklad 10 (distribučńı funkce). Je dána distr. funkce F (x). Určete (a) P (X = 1), P (X = 2), (b) pstńı
funkci p(x).

F (x) =



0, x < −3,

1
5 , −3 ≤ x < −1

2 ,

1
2 , −

1
2 ≤ x < 1,

3
4 , 1 ≤ x < 5,

1, 5 ≤ x.

1.4 Marginálńı rozděleńı pravděpodobnosti

Př́ıklad 11 (marginálńı pravděpodobnostńı funkce). Náh. vektor X = (X,Y ) má sdruženou
pravděpodobnostńı funkci

p(x, y) =
1

12

x

y2 + 1
, Ω = {0, 1, 2, 3} × {−1, 0, 1}.

Určete marg. pravděpodobnostńı funkce veličin X a Y .

Př́ıklad 12 (marginálńı pravděpodobnostńı funkce). Viz předchoźı. Jsou veličiny X,Y, Z nezávislé?

1.6 Č́ıselné charakteristiky náhodných veličin a vektor̊u

Př́ıklad 13 (středńı hodnota Poissonova rozděleńı). X ∼ Po(λ), tj. X má Poissonovo rozděleńı
s pstńı funkćı p(x) = λx

x! e
−λ, x = 0, 1, 2, , . . . , kde λ > 0 je daný parametr. Odvod’te středńı hodnotu.

Př́ıklad 14 (středńı hodnota normálńıho rozděleńı). X ∼ N(µ, σ), tj. X má normálńı rozděleńı
s hustotou

f(x) =
1√
2πσ

exp

[
−1

2

(x− µ)2

σ2

]
, x ∈ R,

a parametry µ ∈ R, σ2 > 0. Odvod’te středńı hodnotu.
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Př́ıklad 15 (rozptyl Poissonova rozděleńı). Odvod’te rozptyl Poissonova rozděleńı,

X ∼ p(x) =
λx

x!
e−λ, x = 0, 1, 2, , . . . .

Dále určete E(2X + 1), D(2X + 1), D(4−X).

Př́ıklad 16 (standardizace). Necht’ X je náh. veličina se středńı hodnotou EX = µ a rozptylem DX =
σ2, |EX| <∞, 0 < DX <∞. Odvod’te středńı hodnotu a rozptyl veličiny U = (X − µ)/σ.

Př́ıklad 17 (č́ıselné char. I). Náhodná veličina X má hustotu

f(x) =


cx2 −1 ≤ x ≤ 2,
c 2 < x ≤ 3,
0 jinak.

Určete (a) konstantu c ∈ R, (b) distribučńı funkci F (x), (c) středńı hodnotu EX, (d) rozptyl DX,(e) modus
Mo(X), (f) medián.

Př́ıklad 18 (č́ıselné char. II). Náhodná veličina X má hustotu

f(x) =


c −1 ≤ x ≤ 1,
cx2 1 < x ≤ 2,
0 jinak.

Určete (a) konstantu c ∈ R, (b) distribučńı funkci F (x), (c) středńı hodnotu EX, (d) rozptyl DX, (e) modus
Mod(X), (f) medián a 90% kvantil.

Př́ıklad 19 (č́ıselné char. III). Náhodná veličina X má hustotu

f(x) =


2
3 −1 ≤ x < 0,
ce−x 0 ≤ x,
0 jinak.

Určete (a) konstantu c ∈ R, (b) distribučńı funkci F (x), (c) středńı hodnotu EX, (d) modus Mod(X), (e)
90% kvantil.

Př́ıklad 20 (korel. koeficient). Mějme náh. vektor X = (X,Y ) ∼ p(x, y) = 1
5 na Ω = {(x, y) : |x|+ |y| ≤

1, x ∈ Z, y ∈ Z}. Určete, zda jsou X,Y nezávislé; určete ρ(X,Y ).

1.7 Vybraná diskrétńı rozděleńı

Př́ıklad 21 (diskrétńı rozděleńı). Střelec stř́ıĺı 10krát nezávisle na terč. Pravděpodobnost zásahu terče
při jednom výstřelu je 0.8. Jaká je pst, že střelec mine terč nejvýše jednou? Určete nejpravděpodobněǰśı
počet zásah̊u.

Př́ıklad 22 (diskrétńı rozděleńı). V osud́ı je 10 b́ılých a 25 černých mı́čk̊u. Náhodně vybereme 6 mı́čk̊u.
Jaká je pst, že mezi vybranými mı́čky budou právě 2 černé, jestliže provád́ıme (a) výběr bez vraceńı, (b)
výběr s vraceńım?

Př́ıklad 23 (diskrétńı rozděleńı). Při provozu baĺıćıho automatu dojde během jedné směny (8 hod.)
pr̊uměrně ke 2 poruchám. Jaká je pst, že během 24 hodin nedojde ani jednou k poruše?

Př́ıklad 24 (diskrétńı rozděleńı). Firma přepravuje 500 výrobk̊u. Pravděpodobnost poškozeńı jednoho
během přepravy je 0.002. Určete pst, že se během přepravy rozbije alespoň jeden výrobek.
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1.8 Vybraná spojitá rozděleńı

Př́ıklad 25 (normálńı rozděleńı). Na automatické lince se plńı krabice mlékem. Dlouhodobým pozo-
rováńım bylo zjǐstěno, že linka produkuje krabice mléka se středńı hodnotou 998 ml a směrodatnou odchylkou
10 ml. Předpokládejte, že objem mléka v krabici je náh. veličina s normálńım rozděleńım.

(a) Jaká je pravděpodobnost, že náhodně vybraná krabice bude obsahovat alespoň 990 ml mléka?

(b) Určete objem mléka, který s pravděpodobnost́ı 0.95 nebude překročen.

Aproximace rozděleńı

Př́ıklad 26 (aproximace rozděleńı). Ve skladu je 5000 výrobk̊u stejného typu. Pravděpodobnost, že
určitý výrobek je zmetek je 0.01.

(a) Určete pravděpodobnost, že ve skladu je v́ıce než 5 zmetk̊u.

(b) Určete pravděpodobnost, že ve skladu je v́ıce než 65 zmetk̊u.

(c) Určete pravděpodobnost, že ve skladu je 48 zmetk̊u.

2.1 Bodové odhady

Př́ıklad 27 (bodové odhady). Je dán náhodný výběr X1, . . . , Xn z rozděleńı s konečnou středńı hod-
notou µ a konečným rozptylem σ2. Určete středńı hodnotu a rozptyl statistik X a T = 1

2(X1 +Xn).

Př́ıklad 28 (výběrový rozptyl). Dokažte, že výběrový rozptyl S2 je nestranným odhadem rozptylu σ2.

Př́ıklad 29 (hmotnost). Výrobce dodává zbož́ı v baĺıčćıch o předepsané hmotnosti. Bylo vybráno
náhodně 15 baĺıčk̊u a naměřeno (v g):

238 256 266 240 260 235 263 259
234 258 253 265 234 245 237

Určete nestranný konzistentńı odhad středńı hodnoty a rozptylu hmotnosti baĺıčk̊u.

Př́ıklad 30 (rybńık). Při výlovu rybńıka byly zaznamenány hmotnosti vylovených kapr̊u:

hmotnost (0.5, 1〉 (1, 1.5〉 (1.5, 2〉 (2, 2.5〉 (2.5, 3〉 (3, 3.5〉 (3.5, 4〉
četnost 75 90 97 63 48 42 10

Určete nestranný konzistentńı odhad středńı hodnoty a rozptylu hmotnosti kapr̊u.

Př́ıklad 31 (autobus-b). Autobus odj́ıžd́ı ze zastávky v b-minutových intervalech. Náš př́ıchod na
zastávku je náhodný, tedy doba čekáńı do odjezdu X je náhodná veličina, X ∼ Ro(0, b).

Ćılem je odhadnout parametr b. Určete, která ze statistik 2X̄ a max{X1, . . . , Xn} je vhodněǰśım odhadem b,
kde X1, . . . , Xn je náhodný výběr z Ro(0, b). Je některý z těchto odhad̊u konzistentńım odhadem parametru
b?

2.2 Intervalové odhady

Př́ıklad 32 (máslo). Máslo se strojově porcuje a baĺı na automatické lince. U náhodně vybraných vzork̊u
byly zjǐstěny tyto hmotnosti másla (v gramech):

242 250 253 246 247 257
251 253 249 254 247 254
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Předpokládejte, že hmotnost másla je náhodná veličina s normálńım rozděleńım. Určete:

(a) nestranný konzistentńı odhad středńı hodnoty a rozptylu hmotnosti másla,

(b) v jakých meźıch lze s 95 % spolehlivost́ı očekávat středńı hodnotu, rozptyl a směrodatnou odchylku
hmotnosti másla,

(c) pr̊uměrnou hmotnost másla, která s 95 % spolehlivost́ı nebude překročena,

Př́ıklad 33 (žárovky). Sledujeme dobu životnosti žárovek od určitého výrobce. Byly naměřeny údaje
v hodinách:

životnost 〈700, 800) 〈800, 900) 〈900, 1000) 〈1000, 1100) 〈1100, 1200〉
četnost 2 6 20 15 7

Výrobce udává středńı životnost 1000 h. Předpokládejte, že životnost žárovky je náh. vel. s normálńım
rozděleńım.

(a) Určete nestranný konzistentńı odhad rozptylu životnosti.

(b) Pomoćı jednostranného int. spoleh. určete dolńı mez pro rozptyl, aby pravděpodobnost překročeńı byla
0.99.

(c) ... jako v (b) pro směrodatnou odchylku.

Př́ıklad 34 (praćı prášek). Automat plńı krabice praćım práškem. Byly naměřeny odchylky od váženého
množstv́ı 2 kg (v g):

-50 10 -10 -80 70 -60

Předpokládejte, že odchylka hmotnosti je náhodná veličina s normálńım rozděleńım.

(a) Určete 95% intervalový odhad rozptylu naměřených odchylek.

(b) ... jako v (a), jestliže plněńı neńı zat́ıženo systematickou chybou.

2.3 Testováńı statistických hypotéz o parametrech normálńıho rozděleńı

Př́ıklad 35 (máslo pokračováńı). ...viz př́ıklad č. 32 (dř́ıve vyšlo: x̄ = 250.25, s2 = 18.023) Je sta-
tisticky významný rozd́ıl mezi pr̊uměrnou hmotnost́ı a předepsanou hmotnost́ı 250 g? Testujte na hladině
významnosti 0.05.

Př́ıklad 36 (autobus). Autobusu trvá v době špičky cesta mezi dvěma mı́sty pr̊uměrně 24 min. Uvažovalo
se o tom, zda by změna trasy nevedla ke sńıžeńı potřebného času. Na nové trase byly naměřeny doby přepravy
[v min.]:

22.2 24.5 26.3 23.1 24.5 21.7
20 20.8 22.3 19.6 20.5 21

Předpokládejte, že doba přepravy je náhodná veličina s normálńım rozděleńım.

(a) Určete nejlepš́ı nestranný konzistentńı bodový odhad středńı hodnoty a rozptylu nové přepravńı doby;
(b) Na hladině významnosti 0.05 ověřte, zda nová trasa má statisticky významně rozd́ılnou dobu přepravy
oproti p̊uvodńı trase;
(c) Na hladině významnosti 0.05 ověřte, zda změna trasy vedla ke sńıžeńı pr̊uměrné přepravńı doby oproti
p̊uvodńı trase.

Př́ıklad 37 (pivo). Výrobce piva udává u objemu 1
2 litrových lahv́ı přesnost plněńı vyjádřenou

směrodatnou odchylkou 0.05 l. Náhodně bylo vybráno 20 lahv́ı a bylo zjǐstěno s20 = 0.00046. Na hladině
významnosti α = 0.01 ověřte tvrzeńı výrobce o přesnosti plněńı. Předpokládejte, že plněńı lahv́ı prob́ıhá bez
systematické chyby a že objem piva v lahvi je náhodná veličina s normálńım rozděleńım.
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Př́ıklad 37.b (test u alternativńıho rozděleńı). Dosud jsme odeb́ırali součástky od výrobce A, který
měl pr̊uměrně 6% zmetkovitost. Nově odeb́ıráme součástky od výrobce B. Kontrolou 250 náhodně vybraných
součástek se zjistilo, že je mezi nimi 20 zmetk̊u. Na hl. významnosti α = 0.05 ověřte předpoklad

(a) o zhoršeńı kvality výrobk̊u po změně výrobce,

(b) o stejné kvalitě výrobk̊u od obou výrobc̊u.

2.4 Pearson̊uv χ2 test dobré shody

Př́ıklad 38 (χ2 kostka). Po několika hodech šestistěnnou kostkou jsme źıskali četnosti hodu ok na kostce.
Na hladině významnosti α = 0.05 ověřte, zda je kostku možné považovat za falešnou.

počet ok 1 2 3 4 5 6

četnost 10 14 7 15 11 5

Př́ıklad 39 (χ2 tabule). Prohĺıdkou 500 tabuĺı skla byly zjǐstěny tyto počty bublin v jednotlivých ta-
buĺıch.

# bublin 0 1 2 3 4 a v́ıce

# tabuĺı 246 181 64 7 2

Na hladině významnosti α = 0.05 ověřte, zda má počet bublin (a) Poissonovo rozděleńı Po(2); (b) Poissonovo
rozděleńı.

Př́ıklad 40 (χ2 analýzy). U 50 chemických analýz byly zjǐstěny koncentrace určité látky v roztoku. Na
hladině významnosti 0.05 ověřte, zda je možné měřeńı považovat za realizaci náhodného výběru z normálńıho
rozděleńı.

koncentrace [%] 39 40 41 42 43 44 45

počet 3 5 11 16 8 4 3

Př́ıklad 41 (χ2 pozorováńı). Bylo źıskáno 40 pozorováńı (viz ńıže). Na hladině významnosti 0.05 ověřte,
zda se jedná o realizaci výběru z rozděleńı s hustotou

f(x) =
2

9
(x− 1), 1 ≤ x ≤ 4.

index j tř́ıda četnost nj

1 1.0–1.5 1
2 1.5–2.0 4
3 2.0–2.5 5
4 2.5–3.0 6
5 3.0–3.5 6
6 3.5–4.0 18

Př́ıklad 42 (χ2 normalita). Na hladině významnosti 0.05 ověřte, zda lze naměřená data ńıže považovat
za realizaci náhodného výběru ze standardizovaného normálńıho rozděleńı N(0, 1).

data (−∞,−2〉 (−2,−1〉 (−1, 0〉 (0, 1〉 (1, 2〉 (2,∞)

četnost 3 10 8 12 3 5
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Př́ıklad Extra (χ2 vejce). Byl sledován počet rozbitých vajec v jednotlivých malých platech (po 6
vejćıch). Na hladině významnosti 0.05 ověřte, zda se počty rozbitých vajec ř́ıd́ı binomickým rozděleńım.

rozbitých 0 1 2 3 4 5 6

četnost 28 15 2 4 1 0 0

2020 Ing. Jan Holešovský, Ph.D.


