PRIKLADY K PREDNASCE BA004

1.1 Zavedeni nahodné veliciny a nahodného vektoru
Priklad 1 (ndhodnd veli¢ina). Nah. vel. X mé

(i) pstni fci p(z) = e(1+2%),z = —1,1,2. Uréete: (a) obor hodnot 2, (b) konst. ¢ € R, (c) nakreslete p(z).
(ii) pstni fci p(z) = ¢ (%)erl ,x=1,2,3,.... Urcete: (a) obor hodnot £, (b) konstantu ¢ € R.
(iii) hustotu f(z) = ce™**,z > 0. Parametr A > 0 je (pevné) dané ¢islo. Uréete konstantu ¢ € R.

Piiklad 2 (ndhodny vektor). Mdme ndh. vek. X = (X,Y). Urcete konstantu ¢ € R tak, aby
(i) p(z,y) = c(z® + 3y), (z,y) € {0,1,2} x {1,3}, byla pstni funkei X,

(ii) f(z,y) =cx(1+¢€Y), (z,y) € (0,1) x (0,2), byla hustotou X,

1.2 Pravdépodobnost

Priklad 3 (pravdépodobnost). Me¢éjme néh. vel. X.

(i) X ~ p(z), kde p(z) = & pro z = 0,1,2,3,5. Uréete P(—1 < X < 1), P(X < 2), P(X = 2),
P(X #3), P(X > 2).

(ii) X ~ Bi(4,1), tj. X m4 tzv. binomické rozdéleni s pstn{ funkei

p(z) = (i) (;)x (;)H r=0,1,2,3,4.

Urcete P(X =2), P(X =2.1), P(X > 1).

(i) X ~ f(x), kde f(z) = pro z € R. Uréete P(X > 1), P(-1 < X < 1), P(X <+/3), P(X <+/3).
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(iv) X ~p(x), kde p(z) = K -0.7" pro x = 1,2,.... Urcete K € R, P(X > 2).

1.3 Distribuc¢ni funkce

Priklad 4 (distribuéni funkce pro kostku). Né&h. velicina X udéva pocet ok, kterd padnou na idealni
Sestisténné kostce, tj. X ~ p(z) = %, x=1,2,...,6. Nakreslete pstni funkci p, urcete hodnoty distr. funkce
F(-1), F(2), F(2.1), F(2.8), F(7) a urtete F(x) a funkci F' nakreslete.

Piiklad 5 (vlastnosti distribuéni funkce). Urcete, které z vlastnosti (F1)-(F3), (F6), (F8) dané funkce
nespliuji. Navrhnéte vylepseni, aby dané funkce byly distr. funkcemi.

0, x <0, 1 220
(a) F(x)=4q sinz, 0<z<7F, (c) F(z)=1{ 3 ’
s 1, xZO
1, xZi
0, =xz<0, 0, z<0,
(b) F(z)=1S 2z, 0<x<1, (d) F(z)=14 3, 0<z<3,
1, 1<z 1, 3<ux.

Priklad 6 (konstanty distribuéni funkce). Prokterd a,b € R je F(x) = a+barctgz,z € R, distribuéni
funkei? Urcete dédle pravdépodobnost P(—1 < X < 1), urcete hustotu f(z).
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Piiklad 7 (konstanty distribuéni funkce). Urcete a € R tak, aby F(x) byla distribu¢ni funkei (a)
spojité nah. veliciny, (b) néh. veli¢iny. Pro (a) uréete dale P(X < 1), P(X > 1.5).

0, z <0,
F(z)=<{ ax® 0<2<2,
1, 2 <z

Piiklad 8 (je distribuéni funkce?). Je F(z) distr. funkci néjaké nah. veli¢iny?

0, z <0,
Fo={ % 750

Piiklad 9 (distribuéni funkce). Je dana hustota f(x)

c -1 <z <1,
f(x) =4 cax? 1<2<2,
0, jinak.

(a) Nakreslete f(z), (b) urcete distr. funkci F'(x), (c) nakreslete F(x), (d) pomoci f, F spocitejte P(X < 1.4),
P(X =1.4), P(X < 1.6), P(0 < X < 1.9).

Piiklad 10 (distribu¢ni funkce). Je déna distr. funkce F'(x). Urcete (a) P(X = 1), P(X = 2), (b) pstni
funkci p(x).

(0, x< -3,
%, —3§$<—%,
F(z)= %, —%§x<1,
%, 1<z <5,
1, 5< .

\

1.4 Marginalni rozdéleni pravdépodobnosti

Priklad 11 (margindlni pravdépodobnostni funkce). Nah. vektor X = (X,Y) ma sdruzenou
pravdépodobnostni funkci

1 =z
p(l'7 y) 12 y2 + 17 {07 ) 73} >< { 707 }

Urcete marg. pravdépodobnostni funkce veli¢in X a Y.

Piiklad 12 (margindlni pravdépodobnostni funkce). Viz predchozi. Jsou veliciny X, Y, Z nezavislé?

1.6 Ciselné charakteristiky ndhodnych velié¢in a vektoru

Piiklad 13 (stfedni hodnota Poissonova rozdéleni). X ~ Po()), tj. X ma Poissonovo rozdéleni
s pstni funkel p(x) = Me=A 2=0,1,2,,..., kde A > 0 je dany parametr. Odvod'te stfedni hodnotu.

x!

Priklad 14 (stfedni hodnota normaialniho rozdéleni). X ~ N(u,0), tj. X ma normdlni rozdéleni

s hustotou ( )2
1 l(x—p
[_20_2} 3 :L‘ E R,

a parametry 4 € R, 02 > 0. Odvodte stiedni hodnotu.

2020 Ing. Jan Holesovsky, Ph.D.



Piiklad 15 (rozptyl Poissonova rozdéleni). Odvod'te rozptyl Poissonova rozdélent,

PUIN
pr(x):Ee , r=0,1,2,,....

Déle urcete E(2X + 1), D(2X +1), D(4 — X).

Priklad 16 (standardizace). Necht X je ndh. veli¢ina se stiedni hodnotou E X = u a rozptylem D X =
0%, |EX| < 00,0 < DX < co. Odvod'te stiedni hodnotu a rozptyl veliciny U = (X — u)/o.

Priklad 17 (¢iselné char. I). Nahodn4 veli¢cina X m4 hustotu

cx? —1<zx< 2,
flx)=< ¢ 2<z<3,
0 jinak.

Urcete (a) konstantu ¢ € R, (b) distribuéni funkci F'(x), (c) stfedni hodnotu EX, (d) rozptyl DX ,(e) modus
Mo(X), (f) medién.

Priklad 18 (¢iselné char. IT). Nahodnd veli¢cina X m4 hustotu

c -1 <z <1,
f(x)=4{ c2® 1<2<2,
0 jinak.

Urcete (a) konstantu ¢ € R, (b) distribuéni funkei F(x), (c¢) stfedni hodnotu EX, (d) rozptyl DX, (e) modus
Mod(X), (f) medidn a 90% kvantil.

Priklad 19 (Eiselné char. III). Nahodnd velicina X mé hustotu

% -1 <z <0,
flx)=X ce™™ 0<ux,
0 jinak

Urcete (a) konstantu ¢ € R, (b) distribuén{ funkci F(z), (c) stfedni hodnotu EX, (d) modus Mod(X), (e)
90% kvantil.

Piiklad 20 (korel. koeficient). Mgjme nah. vektor X = (X,Y) ~ p(z,y) = t naQ = {(z,y) : [z[+]y| <
1,z € Z,y € Z}. Urcete, zda jsou X,Y nezavislé; urcete p(X,Y).

1.7 Vybrana diskrétni rozdéleni

Piiklad 21 (diskrétni rozdéleni). Strelec stfili 10krat nezdvisle na ter¢. Pravdépodobnost zasahu terce
pii jednom vystielu je 0.8. Jaka je pst, ze stielec mine ter¢ nejvyse jednou? Urcéete nejpravdépodobnéjsi
pocet zdsaht.

Priklad 22 (diskrétni rozdéleni). V osudi je 10 bilych a 25 ¢ernych micka. Ndhodné vybereme 6 micki.
Jakd je pst, ze mezi vybranymi micky budou prévé 2 ¢erné, jestlize provadime (a) vybér bez vraceni, (b)
vybér s vracenim?

Piiklad 23 (diskrétni rozdéleni). Pii provozu balictho automatu dojde béhem jedné smény (8hod.)
prumérné ke 2 poruchdm. Jakd je pst, ze béhem 24 hodin nedojde ani jednou k poruse?

Piiklad 24 (diskrétni rozdéleni). Firma prepravuje 500 vyrobku. Pravdépodobnost poskozeni jednoho
béhem piepravy je 0.002. Urcete pst, ze se beéhem piepravy rozbije alesponi jeden vyrobek.
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1.8 Vybrana spojita rozdéleni

Piiklad 25 (normadlni rozdéleni). Na automatické lince se plni krabice mlékem. Dlouhodobym pozo-
rovanim bylo zjisténo, ze linka produkuje krabice mléka se stfedni hodnotou 998 ml a smérodatnou odchylkou
10 ml. Predpokladejte, ze objem mléka v krabici je ndh. veli¢ina s normélnim rozdélenim.

(a) Jaka je pravdépodobnost, ze ndhodné vybrand krabice bude obsahovat alesponn 990 ml mléka?

(b) Urcete objem mléka, ktery s pravdépodobnosti 0.95 nebude piekrocen.

Aproximace rozdéleni

Priklad 26 (aproximace rozdéleni). Ve skladu je 5000 vyrobku stejného typu. Pravdépodobnost, ze
ur¢ity vyrobek je zmetek je 0.01.

(a) Urcete pravdépodobnost, ze ve skladu je vice nez 5 zmetku.
(b) Urcete pravdépodobnost, ze ve skladu je vice nez 65 zmetku.

(c¢) Urcete pravdépodobnost, ze ve skladu je 48 zmetku.

2.1 Bodové odhady

Piiklad 27 (bodové odhady). Je ddn ndhodny vybér X, ..., X, z rozdéleni s kone¢nou stiedni hod-
notou p a koneénym rozptylem o2. Urcete stfedni hodnotu a rozptyl statistik X a 7' = %(X 1+ X5).

Piiklad 28 (vybérovy rozptyl). Dokazte, ze vybérovy rozptyl S? je nestrannym odhadem rozptylu o2.

Piiklad 29 (hmotnost). Vyrobce doddva zbozi v baliccich o predepsané hmotnosti. Bylo vybréno
ndhodné 15 balickt a naméfeno (v g):

238 256 266 240 260 235 263 259
234 258 253 265 234 245 237

Urcete nestranny konzistentni odhad stfedni hodnoty a rozptylu hmotnosti balicku.

Priklad 30 (rybnik). Pfi vylovu rybnika byly zaznamenany hmotnosti vylovenych kapru:

hmotnost || (0.5,1) | (1,1.5) | (1.5,2) | (2,2.5) | (2.5,3) | (3,3.5) | (3.5,4)
etnost || 75 | 90 | 97 | 63 | 48 | 42 | 10

Urcete nestranny konzistentni odhad stiedni hodnoty a rozptylu hmotnosti kapru.

Priklad 31 (autobus-b). Autobus odjizdi ze zastdvky v b-minutovych intervalech. N&s piichod na
zastavku je ndhodny, tedy doba ¢ekani do odjezdu X je ndhodnd velicina, X ~ Ro(0,d).

Cilem je odhadnout parametr b. Urcete, ktera ze statistik 2X a max{X1,..., X,} je vhodné&jsim odhadem b,
kde Xi,..., X, je ndhodny vybér z Ro(0,b). Je néktery z téchto odhadu konzistentnim odhadem parametru
b?

2.2 Intervalové odhady

Piiklad 32 (maéslo). Maslo se strojové porcuje a bali na automatické lince. U ndhodné vybranych vzorku
byly zjistény tyto hmotnosti mésla (v gramech):

242 250 253 246 247 257
251 253 249 254 247 254
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Ptedpoklddejte, ze hmotnost masla je ndhodné veli¢ina s normélnim rozdélenim. Urcete:

(a) nestranny konzistentni odhad stfedni hodnoty a rozptylu hmotnosti mésla,

(b) v jakych mezich lze s 95% spolehlivosti ocekdvat stfedni hodnotu, rozptyl a smérodatnou odchylku
hmotnosti masla,

(c¢) prumérnou hmotnost masla, kterd s 95 % spolehlivosti nebude piekrocena,

Piiklad 33 (zarovky). Sledujeme dobu zivotnosti zarovek od urcitého vyrobce. Byly naméreny udaje
v hodinéch:

Zivotnost || (700,800) | (800,900) | (900,1000) | (1000,1100) | (1100,1200)

cetnost | 2 | 6 | 20 | 15 | 7

Vyrobce udava stiedni zivotnost 1000 h. Piedpokladejte, Ze zZivotnost zarovky je nédh. vel. s normdalnim
rozdélenim.

(a) Urcete nestranny konzistentni odhad rozptylu zivotnosti.
(b) Pomoci jednostranného int. spoleh. urc¢ete dolni mez pro rozptyl, aby pravdépodobnost prekroceni byla
0.99.

(c) ... jako v (b) pro smérodatnou odchylku.

Piiklad 34 (praci prasek). Automat plni krabice pracim préaskem. Byly naméteny odchylky od vazeného
mnozstvi 2kg (v g):
-50 10 -10 -80 70 -60

Predpoklédejte, ze odchylka hmotnosti je ndhodnéa veli¢ina s normalnim rozdélenim.

(a) Urcete 95% intervalovy odhad rozptylu namétrenych odchylek.

(b) ... jako v (a), jestlize plnéni neni zatiZeno systematickou chybou.

2.3 Testovani statistickych hypotéz o parametrech normalniho rozdéleni

P#iklad 35 (méslo pokraovani). ...viz priklad ¢. 32 (drive vyslo: ¥ = 250.25,52 = 18.023) Je sta-
tisticky vyznamny rozdil mezi prumérnou hmotnosti a predepsanou hmotnosti 250 g7 Testujte na hladiné
vyznamnosti 0.05.

Piiklad 36 (autobus). Autobusu trva v dobé $picky cesta mezi dvéma misty prumérné 24 min. Uvazovalo
se o tom, zda by zména trasy nevedla ke snizeni potifebného ¢asu. Na nové trase byly naméfeny doby piepravy
[v min.]:
222 245 263 23.1 245 21.7
20 208 223 19.6 20.5 21

Predpoklddejte, ze doba pifepravy je ndhodné veli¢ina s normélnim rozdélenim.

(a) Urcete nejlepsi nestranny konzistentni bodovy odhad sttedni hodnoty a rozptylu nové prepravni doby;
(b) Na hladiné vyznamnosti 0.05 ovéite, zda nova trasa ma statisticky vyznamné rozdilnou dobu prepravy
oproti puvodni trase;

(c¢) Na hladiné vyznamnosti 0.05 ovéite, zda zména trasy vedla ke snizeni prumérné prepravni doby oproti
puvodni trase.

Piiklad 37 (pivo). Vyrobce piva uddvd u objemu % litrovych lahvi piesnost plnéni vyjadienou
smérodatnou odchylkou 0.051. Ndhodné bylo vybrano 20 lahvi a bylo zjisténo 5(2) = 0.00046. Na hladiné
vyznamnosti o = 0.01 ovérte tvrzeni vyrobce o pfesnosti plnéni. Pfedpoklddejte, ze plnéni lahvi probiha bez
systematické chyby a ze objem piva v lahvi je ndhodna veli¢ina s normalnim rozdélenim.
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Priklad 37.b (test u alternativniho rozdéleni). Dosud jsme odebirali souc¢astky od vyrobce A, ktery
mél prumérné 6% zmetkovitost. Noveé odebirdme soucédstky od vyrobee B. Kontrolou 250 nédhodné vybranych
soucdstek se zjistilo, ze je mezi nimi 20 zmetki. Na hl. vyznamnosti a = 0.05 ovéite predpoklad

(a) o zhorseni kvality vyrobku po zméné vyrobce,

(b) o stejné kvalité vyrobku od obou vyrobct.

2.4 Pearsoniv y? test dobré shody

Pi#iklad 38 (x? kostka). Po nékolika hodech $estisténnou kostkou jsme ziskali éetnosti hodu ok na kostce.
Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 ovéite, zda je kostku mozné povazovat za falesnou.

pocetok [ 1 2 3 4 5 6
etnost [ 10 14 7 15 11 5

Piiklad 39 (x? tabule). Prohlidkou 500 tabuli skla byly zjistény tyto pocty bublin v jednotlivych ta-
bulich.

#bublin | 0 1 2 3 4auvice
# tabull | 246 181 64 7 2

Na hladiné vyznamnosti o = 0.05 ovérte, zda mé pocet bublin (a) Poissonovo rozdéleni Po(2); (b) Poissonovo
rozdéleni.

Piiklad 40 (y? analyzy). U 50 chemickych analyz byly zjistény koncentrace uréité latky v roztoku. Na
hladiné vyznamnosti 0.05 ovérte, zda je mozné méteni povazovat za realizaci ndhodného vybéru z normalniho
rozdéleni.

|42 |43 | 44 | 45
(16| 8|43

koncentrace [%] | 39 | 40 | 4
pocet ‘ 3 ‘ 5 ‘1

Piiklad 41 (x? pozorovani). Bylo zifskdno 40 pozorovani (viz nize). Na hladiné vyznamnosti 0.05 ovéite,
zda se jednd o realizaci vybéru z rozdéleni s hustotou

f(:):):g(ac—l), l<z<d

index j ‘ tiida ‘ cetnost n;

1 1.0-1.5 1
2 1.5-2.0 4
3 2.0-2.5 5
4 2.5-3.0 6
) 3.0-3.5 6
6 3.5-4.0 18

Pi#iklad 42 (x? normalita). Na hladiné vyznamnosti 0.05 ovéite, zda lze naméiend data nize povazovat
za realizaci ndhodného vybéru ze standardizovaného normélniho rozdéleni N(0, 1).

Getnost | 3 | 10 | 8 [ 12 | 3 | 5
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Piiklad Extra (y? vejce). Byl sledovin pocet rozbitych vajec v jednotlivych malych platech (po 6
vejcich). Na hladiné vyznamnosti 0.05 ovérte, zda se poéty rozbitych vajec #{di binomickym rozdélenim.

rozbitych | 0 | 1 [2[3[4]|5]6
cetnost [ 28 [15[2[4[1[0]0

4
1
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